Algebre linéaire pour GC-STE-SC 13 novembre 2025
X. Morvan EPFL

Série 9 (Corrigé)

Cette série fait suite aux chapitres 1.3, 1.4, 1.5 Mots-clés : Espaces vectoriels, application
linéaire, noyau, image, dimension, matrice d’une application linéaire, changement de base

Remarques :

1. La série est volontairement longue, il n’est pas indispensable de la finir en une semaine.
Vous pouvez sauter certains exercices, et les aborder pendant les vacances, ou pendant
les séances de révision.

2. Il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre certains exercices. Parfois le cor-
rigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

3. Il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

Soit Py I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2, dont on
admet que c’est un espace vectoriel. On consideére la transformation T : Py, — R? définie

p(0)
ar T'(p) = .
par (p) <p(0) )
a) Vérifier que T est linéaire.

b) Trouver une base de Ker T
¢) Trouver une base de Im 7.

a) Pour tous p1,p2,p €EPret c€ R, ona:

_ (0) +p2(0) \ _ (0) 0) ) _
T(p1 +p2) = < 21(0) +§z(0) ) - ( 2131(0) > + ( ];z(()) > =T(p1) + T (p2).

b) T'(p) = 0 & ( 2%8% ) = 0 < p(0) = 0. Considérons un polynéme p € Py de la forme

p(t) = cat? + c1t +co. On a p(0) =0 < co = 0 < p(t) = cot? + c1t. Ainsi, une base de Ker T
est {t,t?}.
¢) Soit p de la forme p(t) = cot? + 1t + cp. L'image Im T' est I'ensemble des vecteurs T'(p) =

p(0) [ )= co ! . Ainsi, une base de Im T est le vecteur ! .
p(0) o 1 1



Exercice 2

Soit T : R® — R3 l’application linéaire donnée par

T1 31‘1 + x5
To | — | 229 + 23
T3 1+ X2

Soient £ la base canonique de R? et B une base de R? donnée par

1 1 0
B = 11,10f,(0
0 1 1

a) Donner la matrice M qui représente T' par rapport aux bases F (de départ) et B
(d’arrivée).

b) Méme question pour les bases B (de départ) et £ (d’arrivée).

¢) Méme question pour les bases B (de départ) et B (d’arrivée).

Sol.: Deux versions : une sans utiliser la théorie sur le changement de base, et une avec.
Sans utiliser la théorie sur le changement de base

a) On note ?1, ?2, 5 les vecteurs de la base canonique F de R3. Par définition, la matrice
canonique de 'application T' est

(T(C))g [T(F)ly [T(Ts)lp)-
On cherche
M=(T(€)]p [T(€2)]p [T(€3)]p)-
On va donc chercher les vecteurs cordonnées de T' (?1), T(?Q) et T(?g) par rapport a

- = =
la base B. On note b1, bo, b3 les vecteurs de la base B. Commencons par T(€1). On
|

- - —
cherche 'unique vecteur 7= ry | tel que T(?l) =rib1+rabo+r3bs,ie.
3
1 1 0 3 0
100 =10 |e7=| 3 |=[T(); (1)
01 1 1 -2
De fagon similaire, on obtient
2 1
T(e)lp=1 -2 |, [T(e€3)lpg=| 0
3 0
Ainsi,
0 2 1
M = 3 -2 0
-2 3 0



b) On procede de maniére identique pour expliciter
3 41
=2 11
210

Ici les 3 systemes a résoudre sont treés simples car ils font intervenir la matrice identité
(matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la base canonique E).
¢) La matrice M recherchée est ici donnée par
— — —
M= (150 [T(F2)]p [T(53)s).

Les 3 systemes a résoudre font intervenir la méme matrice qu’en (??). On obtient

1
3
—2

M =

— =N
O O =

En utilisant la théorie sur le changement de base

a) On commence par prendre les vecteurs de la base de départ et & leur appliquer la transfor-
mation 7. On obtient

1 3 0 0 0
Tlo|l=1ol|, T|1|=[2]|, T|o]|=]1],
0 1 0 1 1

qui sont encore exprimés dans la base canonique F. Il faut maintenant calculer la matrice
de passage de la base E & la base B, notée Ppg (telle que [7]5 = Ppg[]y). On sait, du
cours, que cette matrice est I'inverse de la matrice de passage de la base B a la base F,
notée Pgrp. Cette derniere est donnée par

1
Pgp=11
0

— O
_ o O

i.e. ses colonnes sont les vecteurs de la base B, exprimés dans la base E. Pour calculer
son inverse, on peut utiliser la méthode vue en cours (avec 'identité a droite), ou calculer
directement son inverse en résolvant PrpPr ]13 = I3, ou 'on pose

C
-1 _
PEB_

L Qe
> o o
~

On résout
c

10 a b 1
00 d e f|l=10
1 g h 0

S = O

0
0
1

.

Comme la matrice Pgp contient beaucoup de zéros, il sera plus simple de résoudre le sys-
teme d’équations obtenu que d’utiliser la méthode vue en cours. On obtient facilement que
I'inverse est

0 1 0
Pep=|1 -1 0|=Pgp.
-1 1 1



On applique alors P aux vecteurs obtenus précédemment (qui sont exprimés dans la base
E). La matrice M est

M= ([PspT (21 [PeeT(2)] [PopT(Ta))=|3 -2 0

b) On commence par prendre les vecteurs de la base de départ et a leur appliquer la transfor-

1 3 1 4 0 1
Tl1|=|2], Tlo|l=]|1]|, Tlo|=[1].
0 2 1 1 1 0

qui sont exprimés dans la base canonique F. La matrice M est

M =

DN W

4 1
11
1 0

%
Vit;iante en utilisant la définition de la matrice associée a T. On sait que T'(b; ) =
Ab; avec A= ([T(e})]g [T(€5)]r [T(e3)]g). Ainsi on peut trouver les colonnes de notre
matrice cherchée en résolvant

(T@E)e [TE@)e [TE@E)e)(ble bole [bsle) = T(k) T(bs) T(bs)

¢) On applique Ppg aux vecteurs obtenus au point précédent et on obtient la matrice

2 1 1
M= ((PspT (51)] [PpT (b2)] [PpT(s)])=|1 3 0
1 0

-2

Exercice 3

a) Soit A une matrice 5 x 6. Si dim(KerA) = 3, quel est le rang de A7

b) Soit A une matrice 7 x 3. Quel est le rang maximum de A? Quelle est la dimension
minimum de KerA? Méme question si A est une matrice 3 x 7.

c¢) Soit A une matrice n x n. Donner une condition sur rang(A) pour que AT soit inver-
sible.

d) Soit T': R?* — R? une transformation linéaire telle que T o T'o T = I3 (I'application
identité). Quelle est la dimension de KerT'?

a) On considére I'application linéaire associée de RS dans R%. Le théoréme du rang donne
rang(A) + dim KerA = 6 = rang(A) = 3.

b) Si A est de taille 7x 3, alors rang(A)+dim Ker A = 3. Le rang maximum est 3 et la dimension
minimum du noyau est 0.

Si A est de taille 3 x 7, le rang maximum est 3. Comme rang(A) + dimKerd = 7, la
dimension minimum du noyau est 4.



c)
d)

AT est inversible < A est inversible < rang(A) = n.

On a
3 =rang(l3) =rang(T' oToT).

Ainsi, Ker(T o T o T) = {0 }. Comme
YV eKerT = ¥ € Ker(ToToT),

on obtient dim KerT = 0.

Exercice 4

Soient B = {?1, ?2} et C' = {?1, ?2} deux bases de R?. On suppose ?1 = ( 3 > ,?2 =

()

a)

b)

c)

2

J7=(5) 7= (o)

Donner la matrice de changement de base (matrice de passage) de la base C' vers la
base B.

Donner la matrice de changement de base (matrice de passage) de la base B vers la

base C.

Si U € R? est tel que [U]p = < s >, calculer [¥]c.

0

A présent, si [V]c = ( 51) ), calculer [V]5.

Ppc est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ?1 et 72 dans la base B :
Pse = ([@1]s[@2]p). 1l faut donc résoudre deux sytémes linéaires afin de trouver [z,
i=1,2:
- — - = ;
7i:x1ib1+x2ibgz(b1 bg)<x11>.

T2;

Ainsi, Ppc est la solution de
e
(b1 ba)Ppc= (71 7).

Si on désigne par E la base canonique, cela peut aussi étre interprété comme Pg PBQ> =
Pgc. Pour résoudre ce systéme linéaire, on échelonne et on réduit la matrice (b1 b 2)
augmentée avec les vecteurs 71 et 72 :

(71 ?2|?1 72)=<g i|§ 3)“*((1) (1) Lo )

1 4
Ainsi, la matrice de passage cherchée est Pgo = ( 1 -8 ) .
2
1

On a Popg = Pg(lj, d’ou la matrice cherchée est Pog = (

eema(3) (1)

H
Bl
N———

= DN



o =rec(§)=( 1)

Exercice 5

Soit la matrice

5 1 2 2 0
3 3 2 -1 —12
¢= 8§ 4 4 =5 12
211 0 =2

1. Trouver une base de KerC'.

2. On note par T la transformation linéaire de R® dans R?* définie par T(7) = CZ.
L’application T est-elle injective ? T est-elle surjective ? Justifier votre réponse.

L . . - .
Sol.: L’espace nul ou noyau de C est la solution générale de I’équation C' Z = 0. On doit résoudre
cette équation pour trouver une base de KerC. On échelonne puis on réduit C :

5 1 2 2 0 Iy (2 1 1 0 -2 2 1 1 0 =2
33 2 -1 —12 L5 1 2 2 0 lo — %h 0 -3/2 -1/2 2 5
8 4 4 -5 12 L13 3 2 -1 —-12 I3 — %ll 0 3/2 1/2 -1 -9
2 11 0 -2 I3\8 4 4 -5 12 Iy — 4l \O 0 0 -5 20
2 1 1 0 -2 2 1 1 0 -2
. 0 -3/2 —-1/2 2 5) . 0 -3/2 —-1/2 2 5
I3+12]10 0 0 1 -4 . 0 0 0 1 —4
0 0 0 -5 20 Iy + 513 \0 0 0 0 0
On reduit la forme échelonnée précédente :
. 2 1 1 0 -2 21 1 0 =2 li—12 (2 0 2/3 0 20/3
CN12—213 0 -3/2 -1/2 0 13 N—%lg 0 1 1/3 0 —26/3 N 0 1 1/3 0 —26/3
0 0 0 1 —4 ) 00 0 1 -4 00 0 1 -4
0 0 0 0 0 00 0 O 0 00 0 O 0
1 0 1/3 0 10/3
La forme échelonnée réduite de C est donc C' = 0 1 1/3 0 —26/3
00 0 1 -4
00 0 O 0

, . N - . N . .
1. On écrit le systéme C” 7 = 0 sous la forme classique, pouvant a présent exprimer chaque
inconnue principale en fonction des inconnues secondaires :

1 10

ry = —3T3— 375
1+ %563 + %"L’g, = 0 Ty = —%xg + 27?:1:5
o + %ws - %56‘5 = 0 ~9q 23 = x3
T4 — 4.%'5 =0 T4 = 4.735
5 = I3




La forme vectorielle de ce systeme est :

2 ~1/3 ~10/3
2 ~1/3 26,3
r3 | =3 1 + x5 0
T4 0 4
xIs 0 1

_>
On obtient la solution générale du systéme C7Z =70 :

~1/3 ~10/3
~1/3 26/3
7 =« 1 + 5 0 pour tous «a, 3 € R.
0 4
0 1

Le noyau de C est engendré par les vecteurs obtenus ci-dessus, que I'on choisit par exemple
de multiplier par 3 pour éviter des fractions :

—1 —10
—1 26
ﬁl = 3 et BQ = 0
0 12
0 3

2. L’application T n’est pas surjective puisque ’espace des colonnes n’engendre pas R* et elle
n’est pas injective puisque le vecteur nul n’est pas la seule solution de CZ=70.

Exercice 6

Soient
1 -4 9 -7 1 0 -1 5
A=|-1 2 —4 1 et B=]0 -2 5 —6
5 —6 10 7 0O 0 0 O

a) Montrer que les matrices A et B sont équivalentes (selon les lignes). (Indication :
quelle est la forme échelonnée et réduite des deux matrices ?)

b) Calculer le rang de A et dim(KerA).

c¢) Trouver une base pour chacun des sous-espaces ImA, KerA et KerA”, ainsi que du
sous-espace Lgn(A) engendré par les lignes de A.

a) On constate que la forme échelonnée réduite des deux matrices est la méme, elles sont donc
équivalentes.

b) En analysant la matrice B on remarque alors que :

Il y a deux colonnes indépendantes ce qui donne rangA = 2 (le rang est le nombre de
colonnes-pivot) et une base de ImA peut étre formée par les deux premieres colonnes de A
qui correspondent aux colonnes-pivot de sa forme échelonnée. Par le Théoréme du rang on
trouve dimKerA = 4 — rangA = 2.



c) Trouvons les bases.
Base de Ker(A) : L’équation AT = 0 est équivalente & BZ = 0; une base de KerA est

2 -5
, 5 -3 . .
donnée par exemple par : ol o et donc dim KerA = 2, ce qui confirme le calcul
0 1

effectué ci-dessus.

Base de Lgn(A) : Une base du sous-espace engendré par les lignes de A est donnée par les
lignes non nulles de la forme échelonnée B :

1 0
0 -2
—1(’| 5
5 —6

Base de Im(A) et Ker(A) : Enfin ImA coincide avec le sous-espace engendré par les lignes
de AT. Puisqu’il est de dimension 2, le Théoréme du rang nous apprend que le noyau de
2
AT est de dimension 3 — 2 = 1. On trouve que KerA” est engendré par | 7
1

Exercice 7

On considere la transformation T : P, — R? définie par

a) Vérifier que T est linéaire.

Appliquer le Théoreme du rang pour trouver la dimension du noyau de 7.

)
b) Trouver la dimension et une base de ImT'.
¢)

)

d) Vérifier le résultat de c) en trouvant une base de Ker7'.

Sol.: L’application T est linéaire puisque chacune des composantes de T(p + q) est égale a
(p+ q)(0) = p(0) + q(0), par définition de la somme de polynomes. De méme (ap)(0) = a - p(0)
pour tout nombre réel o, ce qui montre la compatibilité de T avec ’action.

p(0)
p(0)

posantes sont égales et elles peuvent étre non nulles (il suffit de choisir le polynéme constant 1

L’image de T est constituée de tous les vecteurs de R? de la forme ) Leurs deux com-

1 > Ainsi 'image de T est de dimension un, une base est donnée par

pour obtenir le vecteur (

(1)

Par le Théoréme du rang, le noyau est donc de dimension dimPy — 1 =3 — 1 = 2. Pour terminer
il nous suffit de comprendre quels sont les polynémes p qui sont envoyés sur zéro par 7. Ce sont
tous ceux pour lesquels p(0) = 0, ce qui signifie que le coefficient constant est nul. Autrement dit

KerT = {bt + ct*|a,b € R} = Vect{t,t*}



Une base du noyau est ainsi donnée par (t,2).
Exercice 8

On considere la transformation 7' : P3 — Py définie par
T(a+bt+ct?> +dt*) = (a+b+c+d) + (a+b)t+ (c+ d)t>.

a) Vérifier que T est linéaire.
b) Trouver la dimension et une base de ImT'.

c) Vérifier que le polynome 7 + 5t + 2t? est bien dans I'image de T' et donner ses coor-
données dans la base trouvée en (b).

d) Trouver la dimension et une base de KerT'.

e) Vérifier que le polynome 2 — 2t — 5¢2 + 5¢% est bien dans le noyau de T et donner ses
coordonnées dans la base trouvée en (d).

Sol.: Par rapport aux bases canoniques {1,¢,t2 3} de P3 et {1,¢,12} de Py, la matrice associée
a lapplication linéaire T est donnée par

1111 11
A=|1 1 0 0f~1]0 O
0 011 0 0

o = O
o = O

Donc I'image de T est un sous-espace de Py de dimension 2 avec base By, = {1 +1¢,1+ tQ} et le
noyau de T est un sous-espace de P3 de dimension 2 avec base Bger = {1 — t,t? — t3}.
Le polynome 7+ 5t+2t2 est bien dans I'image de T puisque - par exemple - T'(5+2t2) = 7+5t+2t2.

Ses coordonnées dans la base By, sont (7 + 5t + 2t%)p, = g , puisque

745t 4 2t2 = 5(1+1) +2(1 +t2).

Le polyndme 2 — 2t — 5t2 + 5¢3 est bien dans le noyau de T puisque T'(2 — 2t — 5t2 + 5t3) = 0. Ses

2
coordonnées dans la base Bge, sont (2 — 2t — 5t% + 5t3) Bier = | _5 | » puisque
2 — 2t — 5t + 5t3 = 2(1 — t) — 5(t* — t3).

Exercice 9
Dans Py, calculer la matrice de changement de base de la base
B=(1—2t+1t*3—5t+ 4% 2t + 3t?)

vers la base canonique C = (1,t,t?). Puis écrire les coordonnées du vecteur p = —1 + 2t
dans la base B.

Sol.:



Pour trouver la matrice de changement de base de BB vers C, il suffit d’écrire la matrice dont les
colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la base B dans la base canonique C :

1 3 0
P=|1-2 -5 2
1 4 3
-1
Les coordonnées du vecteur z(t) = —1 + 2t dans la base standard sont : (x)¢ = [ 2 |. Les
0
1 3 0
coordonnées (z)g du méme vecteur dans la base B vérifient : | =2 =5 2| () = (z)¢. I suffit
1 4 3
d’échelonner la matrice augmentée :
1 3 0] -1
-2 =5 2 2
1 4 3| 0
5
pour trouver : (z)g = | —2 |. Cela signifie que —1+42t = 5(1 — 2t +1?) —2(3 — 5t +4t2) + (2t + 3t?),
1

une égalité que 'on aura avantage a vérifier si on ne veut pas perdre trois points a I’examen alors
que le raisonnement était parfait.

Exercice 10
1. Soit T': R? — R3 l’application linéaire définie par
. 20 —y
T =|x+3y
Y oy

a) Donner la matrice A de I'application linéaire T par rapport aux bases canoniques
E de R? et R3.

b) Donner la matrice B de I'application linéaire T' par rapport aux bases

N 1\ [-1\ (0
B:{<1)7<1>}deR2 et C={|2],] 1 ],]1]|}deRR3
2 0 1

2. Soit T': Matayo(R) — Matoyo(R) 'application linéaire définie par T(C') = X - C, ou
X est la matrice de taille 2 x 2
(1 3/2
=)

a) Donner la matrice A de 'application linéaire T' par rapport a la base canonique
de MatQXQ(]R).

10



Sol.:

b) Donner la matrice B de l'application linéaire T' par rapport a la base

BI{(—lz D(? —11><—32 8)’(—64 —32>}de Mato.o(R).

On cherche B = ([T(By)]s [T(B2)ls [T(Bs)ls [T(Ba)]s).

1. La matrice de I'application linéaire 1" par rapport a la base canonique est
2 -1
A=11 3
1 -1

Pour calculer la matrice B, on commence par calculer les images par T' des vecteurs de la

base B :
1 -3
T G) =4 et T (‘f) =1 2
0 -2

Ensuite, on calcule les coordonnées de ces deux vecteurs image dans la base C en résolvant
les systémes suivants :

1 -1 0]1 1 0 0| 5 1 -1 0|-3 1 0 0| 1
2 1 1/4|~101 0| 4 et 2 1 1|2 |~ 01 0] 4
2 0 1/0 0 0 1|-10 2 0 1|-2 00 1|—4
Ainsi
5 1
B=] 4 4
—-10 —4

La matrice de 'application linéaire T' par rapport & la base canonique est

1032 0
o1 0 32
A=13 0 3 o0
02 0 3

Pour calculer la matrice B, on commence par calculer les images par 1" des matrices de la
base B :
1 1\ (-2 5/2 -1 1Y\ [(1/2 -1/2
r(L )= ()-8 )
3 0 6 3
(2, 9)-0r(®, 9o

Ensuite, on calcule les coordonnées des deux premiers vecteurs image dans la base C (les
deux derniers sont les vecteurs nuls quelle que soit la base considérée) en résolvant les

11



systémes suivants :

1 -1 3 6 | =2 1 0 0 O 4
1 1 0 3 15/2 01 00 0
-2 1 -2 —-4| -4 001 0 -1
1 -1 0 -2| 5 0 00 1|-1/2
1 -1 3 6] 1/2 1000] 0
1 1 0 3 | —1/2 01 0 0 4
—2 1 -2 —4| 1 0010|972
1 -1 0 -2| -1 000 1]-3/2
Ainsi

4 0 00

0 4 0 O

B=1_1 92 00

~1/2 -3/2 0 0

Exercice 11

Soit Mayo(R) 'espace vectoriel des matrices 2 x 2 & coefficients réels.
1. Soit V ={M € My,2(R) | Msoit inversible}. Alors

[J V est un sous-espace vectoriel de Msyo
[J V est un espace vectoriel.
[J V n’est pas un espace vectoriel.

[ V est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des matrices inversibles.

1 1
2. Soit E = {(0 8) , (8 O) , <(1) 8) , (8 (1))} la base canonique de Mayo(R). Soit la

matrice M = (:2 1). Alors

—_
|
—_

—2 —2

O Mp=|"} O Mp=|",
1 1

—1 1

2 2

O Mp=|_ O M=
1 -1

3. Quelle famille ci-dessous est une base de Myyo(R).

{006 1)l o) (o o))
{6 0) (o 1) (0 0) o 1))
GG )66 o))
G )G )G Gl

12



Sol.:

1. V n’est pas un sous-espace vectoriel
-1

2
-2

1

5 {1 )0 1) o) (0 1))

Exercice 12

2. [M]g =

Soit B = (1+t%1—3t%, 1+t — 3t?) une base de P,. Soit E = (1,t,t?) la base canonique
de ]PQ.

1. Soit ¢ € Py donné par

=1 1
2

Trouver [¢]g en suivant les différentes méthodes vues en cours.

a) En utilisant une multiplication matrice-vecteur : Prglq|p = [¢]&-

b) Sans passer pas une matrice de changement de base, mais en utilisant la définition
de [‘]5.

c¢) Résoudre Ppglqlr = [q] 5.

2. Soit maintenant ¢(t) = —2+ 5t — 2t2. Trouver [q] en suivant les différentes méthodes
vues en cours.

a) En utilisant une multiplication matrice-vecteur : Pgglqlr = [¢]5-

b) Sans passer pas une matrice de changement de base, mais en utilisant la définition
de [

c¢) Résoudre Pgglqls = [q]E-

Sol.:
1. Soit ¢ € P, donné par
—1
=] 1
2

1 1 1
Pep=1(0 O 1
1 -3 -3
Ainsi [¢]g s’obtient par
1 1 1 -1 2
0 0 1 11 = 2
1 -3 -3 2 —10

et q(t) =2+ 2t — 10¢2.

13



b) Par définition de [-]p, on a

-1
lqlB = 1

& q(t) = =11+ t3) +1(1 — 3t%) + 2(1 + t — 3t?)
2

Et en réarrangeant les termes de méme ordre, on obtient q(t) = 2 4 2t — 10¢2.
c) Par définition
Ppp=([]z [tz [t’]n)

qui n’est pas facilement calculable. Or on sait que Pgg = Py é. On calcule l'inverse de
la matrice du point a).

2. Soit q(t) = —2 + 5t — 2¢2. On sait que

-2

a) On peut trouver [¢|p en multipliant Ppp avec [¢|g. Or la matrice Ppp n’est pas
facilement calculable. Il faudrait inverser Pgp qui est donnée par

1 1 1
Pep=1{0 0 1
1 -3 -3
b) Par définition de [q]g, on a
—2
4 5| & —2+4 5t — 2t
—2

Pour trouver [g]p il faut réarranger les termes et trouver a, b, ¢ tels que

q(t) = a(1 +t3) +b(1 — 3t3) + c(1 4+t — 3t%).

Ce n’est pas toujours évident de trouver les a,b,c. Ici a = —2, b = —5 et ¢ = 5.

c) Résoudre Prplqlp = [¢Jr. On doit échelonner
—2
-5
)

1 1 1|-2 1 11
0 0 5| ~...~ |0 1 0
1 -3 —-3|-2 0 01

Et on obtient

Exercice 13
Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse

VvV F

a) Le plan défini dans R? par z = 2 est un sous-espace vectoriel de R3. O O
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d)

O

%
Ker(A) = { 0} si et seulement si I'application 7 — AT est surjective. O
Soit V' un espace vectoriel et u € V. Alors 'opposé —u de u est unique et —u
(—DueV. O

Soit A une matrice de taille m x n, alors Ker(A) est un sous-espace vectoriel de R™.

.

O

.2 Vrai: (¢), (d). Faux : (a), (b).

Faux. En effet le vecteur nul n’appartient pas a ce plan.

Faux. On a que Ker(A) = {6)} si et seulement si Papplication Z + AT est injective et
non pas surjective

Vrai. Supposons qu’il existe v/, u” € V telsque u +v' =0 =u' +uet u+u”" =0 ="+ u.
Onaalors que v/ =u' +0=u"+ (u+u") = (v +u) + v = 0+ = u”. Donc loppose
de u est unique, et on le note —u. Des lors, par les propriétes d’espace vectoriel on a
(—Du+u = (—1u+1lu = (-1 4+ 1)u = Ou = 0. PAr unicité de 'opposé on obtient que
(—Du = —u.

Vrai. En effet, si u,v € Ker(A) et si A € R alors A(u + \v) = Au + AMAv = 0 et donc
u+ v € Ker(A).

Exercice 14

a)

Soit a, b, ¢ des nombres réels. On considére les quatre polyndomes p(t) = 2 +t + 1,
q(t) =t + 2t +a, r(t) =t> + bet s(t) =t + c. Alors

O La famille {p, q,r, s} forme une base de P, pour certaines valeurs des parameétres
a,b,c;

O La famille {p, q,r, s} forme une base de P3 pour certaines valeurs des parametres
a? b7 & ;

O La famille {p, ¢, 7, s} est toujours linéairement dépendante dans P ;

O La famille {p, g, r, s} est linéairement dépendante dans P3 lorsque a —c — 1 # 0.

. 10 0 0 11 0 3
Soient A, = (2 0>,A2: (a 0>,A3: (O 1> et Ay = (1 b).AIors les ma-

trices A;, 1 = 1,2, 3,4, sont linéairement indépendantes

[] pour toutes valeurs de a, b.

O lorsque a # 0 et pour toutes valeurs de b.
O lorsque a # 0 et b # 3.

[ lorsque a # 0 et b = 3.

Dire lequel parmi les énoncés suivants est vrai.

(] Soit f un vecteur de I'espace vectoriel V' des fonctions réelles d’une variable réelle.
S’il existe un réel ¢ tel que f(t) =0, alors f est le vecteur nul de V.
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(] Soit f un vecteur de I'espace vectoriel V' des fonctions réelles d’une variable réelle.
Si f est le vecteur nul de V', alors f(t) = 0 pour tout nombre réel ¢.

[0 Soit p un vecteur de I'espace vectoriel V' des polynémes de degré < 5. Si p(0) = 0,
alors p est le vecteur nul de V.

O Soit (x,,)n>0 un vecteur de l'espace vectoriel V' des suites réelles. S’il existe un entier
n tel que z,, = 0, alors (x,),>0 est le vecteur nul de V.

Sol.:

a) O La famille {p, ¢, r, s} forme une base de P3 pour certaines valeurs des parameétres a, b, c.
En effet on élimine d’emblée la premiére réponse puisque t* ne peut visiblement pas étre
obtenu comme combinaison linéaire des polynémes proposés pour des raisons de degré. Pour
la suite on se demande si la famille {p.q,r, s} est libre. On aimerait donc savoir quelle(s)
combinaison(s) linéaire(s) ap + B¢ + yr + ds donne le polynéme nul. Tous ses coefficients
sont nuls et nous obtenons donc un systéme de quatre équations :

gl =0
a +p =0
a +243 +6 =0

a +af +by +cd =0

Le nombre de solutions de ce systeme dépend des valeurs des parametres. Lorsque a—1 = ¢,
il y a une infinité de solutions, la famille de polynémes n’est donc pas libre. Mais, dans tous
les autres cas, lorsque a — 1 # ¢, la seule solution est a = § =y = § = 0 et la famille forme
donc une base de Ps.

b) O lorsque a # 0 et b # 3.
Il y a deux manieres de résoudre cet exercice. Soit on écrit un systeme aA; + SAs +vAs +
0A4 = 0, ou 0 est la matrice nulle, et on trouve que pour forcer a« = =~ =6 = 0 il faut
avoir a # 0 et b # 3. Soit on considére la base canonique (e11, €12, €21, €22) des matrices 2 x 2
et on écrit chacune des matrices A;, i = 1,2,3,4, dans cette base (sous forme de vecteurs).
On peut ensuite échelonner le systeéme

SR WO

1
1
0
1

OoON O =
o OO

pour trouver sous quelles valeurs de a et b le systéme contient 4 pivots.

c) O Soit f un vecteur de 'espace vectoriel V' des fonctions réelles d’une variable réelle. Si f
est le vecteur nul de V, alors f(¢) = 0 pour tout nombre réel ¢.
Les autres affirmations sont toutes incorrectes pour la méme raison. Il ne suffit pas de
s’annuler en un point pour étre le vecteur nul. La fonction nulle est la fonction constamment
nulle, le polynéme nul est le polynéme 0, la suite nulle est la suite constamment nulle. Seuls
ces vecteurs ont la propriété de ne pas modifier le vecteur auquel on les additionne.

Exercice 15
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-1 3

. -2 6
a) Soit A = 4 12
3 -9

[0 KerA est un sous-espace de R* de dimension 0.
O KerA est un sous-espace de R? de dimension 0.
O KerA est un sous-espace de R* de dimension 1.
O KerA est un sous-espace de R? de dimension 1.
b) On considere les polyndmes p(t) = (1 —t)(1+¢) =1—t* et q(t) = (1 +t)(1 +¢) =
1+ 2t 4 t* de P,.
[J Les polynomes p et ¢ sont linéairement indépendants.
[] Les polynomes p et g forment une base de Ps.
L] Le polynéme ¢ — p est le polynome nul.
O (1+1¢)p— (1 —t)g est une combinaison linéaire de p et g.

¢) Soit W I'hyperplan dans RS donné par 'équation 1 + x4+ x5 + 24 + 25 + 26 = 0. On

1 -1 1

-1 1 2

_> _ —
considére les vecteurs @ = _11 , b= 11 ot @ = _i)
1 —1 -2

-1 1 3

_>
(1 On peut completer {7, b } en une base de W composée de 5 vecteurs.

%
(0 On peut compléeter {7, b } en une base de W composée de 6 vecteurs.
(] On peut completer {7, 7} en une base de W composée de 5 vecteurs.

0 On peut completer {E), ?} en une base de W composée de 6 vecteurs.

d) Soit V' un espace vectoriel et vq,. .., v des vecteurs de V.

O Si la famille {vy,..., v} est libre, alors dimV = k.
O Si la famille {vy, ..., v} est libre, alors dimV > k.
O Si la famille {vy, ..., v} engendre 'espace vectoriel V', alors dimV = k.
[0 Si la famille {vy, ..., v} engendre l'espace vectoriel V', alors dimV > k.

e) Soit Tr: Matseys(R) — R Papplication linéaire "trace' définie par

off )-res
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Sol.:

[J Le noyau de Tr est un sous-espace de Matoyo(R) de dimension 1.

(R)
O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matoyxo(R) de dimension 2.
[0 Le noyau de Tr est un sous-espace de Matoyo(R) de dimension 3.
O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matsyo(R) de dimension 4.

Soit Tr: Mataya(R) — R Dapplication linéaire "trace" définie a la question f. Les
matrices suivantes forment une base du noyau de Tr :

Y N A N b
S N
IR

- :} -}1_ ot [8 é}

0 KerA est un sous-espace de R? de dimension 1.

La matrice A représente une application linéaire R? — R*. Ainsi KerA est un sous-espace
de R?, pas de R%. Pour trouver sa dimension il faut échelonner la matrice A. Comme toutes
les lignes sont proportionnelles le noyau de A est la solution de I’équation —x + 3y = 0, une
droite dans le plan.

[] Les polynomes p et g sont linéairement indépendants.

En effet, bien que (1 4+ t)p + (1 — t)g = 0, ce n’est pas une combinaison linéaire, car
dans une combinaison linéaire seuls des coefficients réels sont permis, pas des coefficients
polynomiaux. Malgré cela ils ne sont pas assez nombreux pour former une base de Py. Enfin,
le polynéme ¢ — p s’annule en 0, mais ce n’est pas le polynéme nul, c’est 2t + 2t

O On peut compléter {7, ?} en une base de W composée de 5 vecteurs.

Les vecteurs @ et ? sont proportionnels, ils sont donc linéairement dépendants et ne
peuvent étre complétés en une base. Par contre les vecteurs @ et @ sont linéairement
indépendants, ils peuvent donc étre complétées en une base de W. Le sous-espace W est
donné par une équation a six inconnues. Cing d’entre elles sont des inconnues secondaires
qui jouent le réle de parametres, la dimension de W est donc 5.

O Si la famille {vy,..., v} est libre, alors dimV" > k.

Si la famille {v1,...,v;} est libre, on peut compléter cette famille en une base et cette
base aura donc au moins k éléments. Autrement dit, la dimension de V est k£ au minimum
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(dimV > k). Alors que, si la famille {v1,...,v;} engendre V', on peut extraire une base de
cette famille et cette base aura donc au plus k éléments. Autrement dit, la dimension de V'
est k au maximum (dimV < k).

e) O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matay2(R) de dimension 3.

d
noyau de l'application Tr correspond au sous-espace vectoriel de Matay2(R)

Pour avoir Tr <[Z b}) = 0, il faut que a + d = 0, autrement dit que d = —a. Ainsi le

{[CC‘ _ba] | a,b,c € R}

qui est de dimension 3.

1 1] [o 1 11
f)DL 1]’[0 0] et [0 1]'

Comme le noyau de Tr est de dimension 3, par la question f., il faut 3 matrices de ce sous-
espace pour ’engendrer. De plus, les trois matrices ci-dessus sont linéairement indépendantes
et appartiennent au noyau de Tr. Elles forment donc une base du noyau de Tr.

Exercice 16

Choix Multiple et Vrai-faux .

-1 3

) -2 6

a. Soit A = 4 19
3 -9

[0 ImA est un sous-espace de R* de dimension 0
[0 ImA est un sous-espace de R? de dimension 0
O ImA est un sous-espace de R* de dimension 1
O ImA est un sous-espace de R? de dimension 1

b. Soit A une matrice de taille m x n.

O Les colonnes de A engendrent le noyau de AT.

[0 Le sous-espace engendré par les lignes de A est égal au sous-espace engendré par
les colonnes de A.

[ Le sous-espace engendré par les lignes de A est isomorphe au sous-espace engendré
par les colonnes de A.

O La dimension du noyau de A est égale & la dimension du noyau de A7

c. Il existe une matrice A de taille 3 x 7 telle que :

O dimKerA4A = 2 et dimlmA < 4
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a. O ImA est un sous-espace de R* de dimension 1.

-1 3

. -2 6 , o o 2 4 Ao

La matrice A = | 1 12 représente une application linéaire R* — R*. Ainsi
3 =9

ImA est un sous-espace de R*, pas de R%. Pour trouver sa dimension, il faut
analyser les colonnes de A. On constate qu’elles sont proportionnelles si bien que
la dimension de ImA est 1.

b. OJ Le sous-espace engendré par les lignes de A est isomorphe au sous-espace
engendré par les colonnes de A.

La dimension du sous-espace engendré par les lignes de A est égale a celle du
sous-espace engendré par les colonnes de A. C’est la clé du Théoreme du rang!
Ces deux sous-espaces sont donc tous deux isomorphes a R” si k est cette dimen-
sion. Ils sont donc isomorphes, c’est-a-dire que I'on peut les identifier en faisant
correspondre les éléments d’une base de I'un a ceux d’une base de 'autre. Par
contre ils ne sont pas égaux en général puisqu’ils ne vivent pas méme dans le
méme espace vectoriel ambiant. L’espace des lignes est un sous-espace de R",
alors que celui des colonnes est un sous-espace de R™.

Pour se rendre compte que les deux autre affirmations sont fausses, pensez par
exemple une matrice non nulle ayant une unique ligne et disons 10 colonnes. Le
noyau de cette matrice est de dimension 9 (une équation a 10 inconnues) alors
que le noyau de la transposée est nul. Visiblement les colonnes de A ne peuvent
engendrer le noyau de AT,

c. O dimKerA =5 et dimlmA = 2

La matrice A représente une application linéaire de R” — R3. Par conséquent,
I'image de A est un sous-espace de R3, c’est donc un sous-espace de dimension
< 3. Le Théoreme du rang affirme que dimKerA = 7—dimImA > 7—3 = 4, ce qui
élimine les deux premieres affirmations. Intuitivement c’est clair : il faut “tuer”
au moins un sous-espace de dimension 4 pour envoyer un espace de dimension 7
dans R3. Enfin le Théoréme du rang s’écrit aussi dimKerA +dimImA = 7, ce qui
élimine aussi la troisieme affirmation. la seule qui ne contredit pas le Théoréeme
du rang est la derniere.

d. O dimKerA =1 et dimlmA = 2

On a dimKerA = 1, puisque le noyau est la droite Vect{?g}. et dimlmA = 2
puisque I'image de A est le plan Oxy, un sous-espace de R? de dimension 2.

e. [J Les lignes de A sont linéairement indépendantes.

La forme échelonnée d'une matrice inversible a un pivot dans chaque ligne et
chaque colonne. Ainsi les colonnes, et les lignes également, forment une base de
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R5. Donc en particulier elles engendrent R et elles sont linéairement indépen-
dantes. L’application linéaire que représente A est bijective, si bien que le noyau
est nul (pas vide!), et 'image de A est R® tout entier, donc le rang de A vaut 5.

f. O3 x09.

La dimension de l'espace Matsy3(R) est 9. Donc T est une application linéaire
d’un espace de dimension 9 vers un espace de dimension 3. Ainsi la matrice qui
la représente est de taille 3 x 9.

g. U dimKerT = 2 et dimIm7T = 1.

L’application T est linéaire et, plus explicitement, on a T'(a+ bt + ct?) = 3a + 2c.
En particulier, T' n’est pas 'application nulle et donc la dimension de I'image de
T est 1. Par le théoreme du rang, celle du noyau est 2.

h. O {-2+ ¢+ 3t%,2 — 3t*}.

Par g., la dimension du noyau vaut 2. Il faut donc 2 polynémes linéairement
indépendants pour engendrer le noyau. On remarque que les polynémes —2+t¢+
3t? et 2 — 3t% sont des polyndmes linéairement indépendants qui appartiennent
au noyau de T'. IlIs forment donc une base du noyau. En revanche, le polynéme
3 + 2t n’est pas dans le noyau car T'(3 + 2t%) = 13 # 0.

O dimKerA = 3 et dimImA =4
O dimKerA4A = 4 et dimImA <2
O dimKerA = 5 et dimlmA = 2

. Soit A la matrice de la projection orthogonale R® — R? sur le plan horizontal
Vect{e, €5}

O dimKerA =1 et dimlmA =1

] dimKerA = 2 et dimlmA =1

[ dimKerA =1 et dimlmA = 2

O dimKerA = 2 et dimlmA = 2

. Soit A une matrice inversible de taille 5 x 5. Laquelle des affirmations suivantes est
vraie ?

O Les colonnes de A n’engendrent pas R>.

[ Les lignes de A sont linéairement indépendantes.

[J Le noyau de A est vide.

(] Le rang de A est strictement plus petit que 5.

. La matrice qui représente une application linéaire T': Matsy3(R) — R est de taille

03 x 3.
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Sol.:

03 x9.
03 x6.
09 x3.
Soit T': P, — R définie par T'(p) = p(—1) + p(0) + p(1). Alors

[ T n’est pas linéaire.

U dimKer7 =1 et dimIm7" = 2.

U dimKer7T =1 et dimIm7" = 1.

U dimKer7T = 2 et dimIm7" = 1.

Soit T': Py — R définie par T'(p) = p(—1) 4+ p(0) + p(1). Une base du noyau de T est
donnée par

O {t}.

O {t,3 + 2¢*}.

O {-2+1t+3t%2 - 3t°}.

O {2 — 3t*}.

00 ImA est un sous-espace de R* de dimension 1.

-1 3
. _2 6 7 . . . o 2 4 . .
La matrice A = | i 12 représente une application linéaire R* — R*. Ainsi ImA est un
3 -9

sous-espace de R*, pas de R2. Pour trouver sa dimension, il faut analyser les colonnes de A.
On constate qu’elles sont proportionnelles si bien que la dimension de ImA est 1.

O Le sous-espace engendré par les lignes de A est isomorphe au sous-espace engendré par
les colonnes de A.

La dimension du sous-espace engendré par les lignes de A est égale a celle du sous-espace
engendré par les colonnes de A. C’est la clé du Théoréme du rang! Ces deux sous-espaces
sont donc tous deux isomorphes & R” si k est cette dimension. Ils sont donc isomorphes,
c’est-a-dire que ’on peut les identifier en faisant correspondre les éléments d’une base de I'un
a ceux d’une base de 'autre. Par contre ils ne sont pas égaux en général puisqu’ils ne vivent
pas méme dans le méme espace vectoriel ambiant. L’espace des lignes est un sous-espace de
R", alors que celui des colonnes est un sous-espace de R™.

Pour se rendre compte que les deux autre affirmations sont fausses, pensez par exemple une
matrice non nulle ayant une unique ligne et disons 10 colonnes. Le noyau de cette matrice
est de dimension 9 (une équation a 10 inconnues) alors que le noyau de la transposée est
nul. Visiblement les colonnes de A ne peuvent engendrer le noyau de A7
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c. O dimKerA =5 et dimImA = 2

La matrice A représente une application linéaire R” — R3. Par conséquent, I'image de A
est un sous-espace de R3, c’est donc un sous-espace de dimension < 3. Le Théoréme du
rang affirme que dimKerA = 7 — dimImA > 7 — 3 = 4, ce qui élimine les deux premiéres
affirmations. Intuitivement c’est clair : il faut “tuer” au moins un sous-espace de dimension
4 pour envoyer un espace de dimension 7 dans R3. Enfin le Théoréme du rang s’écrit aussi
dimKerA + dimImA = 7, ce qui élimine aussi la troisiéme affirmation. la seule qui ne
contredit pas le Théoréme du rang est la derniere.

d. O dimKer4 =1 et dimImA4 =2

On a dimKerA = 1, puisque le noyau est la droite Vect{?g}. et dimlmA = 2 puisque
I'image de A est le plan Ozy, un sous-espace de R3 de dimension 2.

e. [ Les lignes de A sont linéairement indépendantes.

La forme échelonnée d’une matrice inversible a un pivot dans chaque ligne et chaque colonne.
Ainsi les colonnes, et les lignes également, forment une base de R%. Donc en particulier elles
engendrent R et elles sont linéairement indépendantes. L’application linéaire que représente
A est bijective, si bien que le noyau est nul (pas vide!), et 'image de A est R® tout entier,
donc le rang de A vaut 5.

f. 03 x09.

La dimension de 'espace Matsy3(R) est 9. Donc T est une application linéaire d’un espace
de dimension 9 vers un espace de dimension 3. Ainsi la matrice qui la représente est de taille
3 x09.

g. O dimKerT = 2 et dimImT = 1.

L’application T est linéaire et, plus explicitement, on a T'(a + bt + ct?) = 3a + 2c. En
particulier, T' n’est pas l'application nulle et donc la dimension de I'image de T est 1. Par
le théoreme du rang, celle du noyau est 2.

h. O {-2+¢+3t%,2 - 3¢}

Par g., la dimension du noyau vaut 2. Il faut donc 2 polynémes linéairement indépendants
pour engendrer le noyau. On remarque que les polynémes —2 + ¢t + 3t et 2 — 3t sont
des polyndémes linéairement indépendants qui appartiennent au noyau de 7. Ils forment
donc une base du noyau. En revanche, le polyndéme 3 + 2t? n’est pas dans le noyau car
T(3+2t%) =13 #0.

Exercices additionnels

Exercice 17

Soit Py I'espace vectoriel des polynomes de degré au plus 2. Parmi les quatre sous-ensembles
de P, ci-dessous, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de Py
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ao + art + ast® | ag, a1, a2 € R, ag = a3}
aop + art + ast® | ag, a1, a2 € R,p(0) = 1}
ap + art + ast? | ag, a1, ay € R, p'(t) = 0}

Ey = {p(t
Ey = {p(t
(
(

E3:{pt
E4:{Pt

)
)
)
) = ag + art + ast® | ag,a1,ay € R,ag = a; = as}

Sol.: E; n’est pas un sous-espace vectoriel de Py car il n’est pas stable sous 1’addition : si

p(t),q(t) € Ey alors p(t) = ag + a1 + azt?, q(t) = by + b1t + bat? avec ag = a3 et by = b3
p(t) + q(t) = a3 + art + ast® + b3 + byt + bat® = (a3 + b3) + (a1 + b1)t + (az + ba)t*.
et comme (a3 + b3) # (az + b2)?, p(t) + q(t) ¢ Ey

FE> n’est pas un sous-espace vecoriel de Py car le polyome nul n’est pas dans FEs, car il ne vérifie
pas p(0) = 1. En effet les polynomes de E; sont de la forme p(t) = 1 + ait + aot? (comme cela
quand t =0 on a p(0) = 1).

Les deux derniers sont des sous-espaces vectoriels car ils vérifient les 3 axiomes.
Exercice 18

Soient V' et W deux espaces vectoriels, et T : V' — W une transformation linéaire. Montrer
que si U C V est un sous-espace vectoriel, alors I'ensemble image T'(U) est un sous-espace
vectoriel de W.

Sol.: On doit prouver (i) si w € T(U) et « est un scalaire, alors aw € T'(U) et (ii) si wy; € T'(U)
et wy € T(U) alors wy + we € T(U), et (iii) T'(U) contient Oy .

(i) En effet : w € T(U) < w = T'(u) pour un certain v € U. Ainsi, en utilisant la linéarité de T
aw = aT(u) =T (au) € T(U) (au € U car U est un s.e.v. de V, donc fermé pour la multiplication
par un scalaire). (ii) De méme, wy + wy = T'(u1) + T(u2) = T(u1 + u2) € T(U) (U est fermé
pour l'addition). (iii) On a Oy € U car U s.e.v. de V et T'(0y) = Oy par linéarité de 7', donc
Ow € T'(U) (car il existe u = 0y € U tel que Oy = T'(u)).

Exercice 19

On rappelle que C([0, 1]) est 'espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [0, 1].

a) L’ensemble de vecteurs {t — sint, t — cost} est-il linéairement indépendant dans
c(lo,1))?
b) Méme question pour {t — sint, t — sint cost, t — sin 2t}.

Sol.:

a) Oui car si c1, ¢y sont des scalaires tels que ¢ sint + ¢ cost = 0 pour tout ¢t € [0, 1], alors en
prenant t = 0 puis ¢ = 7/6, on obtient ca = 0 (car sin0 = 0 et cos0 = 1) puis ¢; = 0 (car
: 1
sin(§) = 3).
b) Non car il existe une combinaison linéaire non triviale, sin 2t — 2sintcost = 0 pour tout

t €10,1].
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Exercice 20

Soit A une matrice de taille m x n et B une matrice de taille n x p telles que

KerANColB = {ﬁ}

Soit B = {?1, e ,?k}, k < n, une base de C'olB. Montrer que {A?l, e ,A?k} est une
base de Col(AB).

Sol.: Méthode 1 : Soit ? 4 : R® — R™ lapplication linéaire associée a la matrice A. On

considere sa restriction au sous-espace ColB C R™ :

T

%
Comme KerANColB = { 0 }, cette application est injective. De plus, I'image de cette application

est ?A(COZB) = Col(AB). L’application ?A réalise donc une bijection entre ColB et Col(AB).
Par conséquent, la matrice A transforme toute base de ColB en une base de Col(AB).

AjcolB

: ColB — R™.

AlcoB

- -
Méthode 2 : Montrons d’abord que la famille {A b 1,---, A b} est linéairement indépendante.
Soient c1,- -, ¢ € R tels que
— - —
ClAbl—l—CgAbg-i—"‘—i-CkAbk:6>
— —
alors, A(c b1+~-+ckbk):6>

— —
ainsi, c; b1+ -+ ¢ by € KerA.

Or, le vecteur ¢y ?1 4+ ck?k appartient & Col B comme combinaison linéaire des 7]- € ColB.
Mais KerAN ColB = {ﬁ}, ainsi ¢y b1+ -+ + ck?k — 0. B étant une base, B est linéairement
indépe_n)dante, doucy = ¢y = = = 9) Par ailleurs, les colonnes de la matrice_> AB sont i())nnées
par Abqy,--- ,Abg,donc {Abq,---,Aby} engendre Col(AB). La famille {Abq,--- ,Aby} est
donc une base de Col(AB).

Exercice 21

Soient V' et W deux espaces vectoriels, T" une transformation linéaire : T : V. — W et
{v1,...,v,} un sous-ensemble de V.

a) Montrer que si 'ensemble {vy,...,v,} est linéairement dépendant alors I’ensemble
{T(v1),...,T(v,)} est linéairement dépendant.

b) Supposons que la transformation 7" est injective, c’est-a-dire que T'(u) = T'(v) = u =
v. Montrer que si I'ensemble {vy, ..., v,} est linéairement indépendant alors 'ensemble
{T'(v1),...,T(v,)} est linéairement indépendant.

Sol.:

a) Si{vi,...,v,} sont linéairement dépendants, alors il existe des nombres réels cy, .. ., ¢,, non
tous nuls, tels que :
01U1+...+vap:0.
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Puisque T est linéaire,

T(civr+...+¢uy) =T0)=0 et 1T (v1)+...+¢T(vp) =0.

Comme les ¢; ne sont pas tous nuls, {T'(v1),...,T(v,)} sont linéairement dépendants.

b) Onsuppose que {vy,...,v,} sont linéairement indépendants. Pour montrer que {T'(vy),...,T(vp)}
sont linéairement indépendants, considérons une combinaison linéaire donnant le vecteur
nul :

aT(vi) +...4+¢T(vy) =0.
Puisque T est linéaire et que 0 = T'(0), on peut écrire cela sous la forme suivante :
T(clvl + ...+ vap) = T(O)

Par hypothese, T' est injective, donc cette équation implique que civ1+. . .+cpv, = 0. Puisque
les vecteurs {v,...,v,} sont linéairement indépendants, on conclut que ¢; =--- = ¢, = 0.

Exercice 22
Vous pouvez ignorer la partie (c).
a) Soit W lensemble des vecteurs de R? vérifiant 1’équation x — y + z = 0. Trouver une

application linéaire ¥: R® — R dont W est le noyau, puis donner une base de ce
sous-espace.

b) Soit U le sous-ensemble des polynémes p de Py vérifiant p(1) = 0. Trouver une appli-
cation linéaire ¢: Py — R dont U est le noyau, puis donner une base de ce sous-espace.

¢) Construire un isomorphisme F': U — W. On pourra utiliser la notion de coordonnées
pour comparer U avec R?, puis R? avec W.

a) L’ensemble des vecteurs appartenant & ce plan W forme un sous espace de R? puisqu'il
s’agit du noyau de I'application linéaire 1: R® — R définie par ¢ (z,y,2) = 2 — y + 2.

On écrit la forme paramétrique d’'un vecteur W de ce plan en choisissant les inconnues
secondaires y et z comme parameétres (s et t) :

1 -1
W=s|1|+t| o0 ,
0 1

ou s, t sont des réels quelconques. On en déduit qu’un ensemble générateur (non unique)
du plan est formé par les vecteurs

1 -1
1 et 0
0 1

Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants puisqu’ils correspondent au choix des
valeurs s = 1, ¢ = 0 d’une part et s = 0, ¢t = 1 d’autre part. Ils forment donc une base de
w.
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b)

L’ensemble des polynémes appartenant & U forme un sous espace de P? puisqu’il s’agit du
noyau de l'application linéaire ¢: P? — R définie par ¢(p) = p(1).

Un polynéme p = a + bt + ct?> de P? appartient a U s’il satisfait p(1) = a +b+c = 0. En
choisissant les inconnues secondaires b et ¢ comme parameétres (« et 3), on peut écrire tout
polynome p de U comme combinaison

p=alt—1)+p(t* - 1),

ou «, ( sont des réels quelconques. On en déduit qu'un ensemble générateur (non unique)
de U est formé par les polynémes

t—1 et 2 1.

Ces deux polynomes sont linéairement indépendants puisqu’ils correspondent au choix des
valeurs « = 1, § = 0 d’une part et « =0, 8 = 1 d’autre part. Ils forment donc une base de
U.

On peut définir F': U — W comme la composée de I’application

U — R?, alt —1)+ Bt —1) — (g)
et de 'application

1 -1
R? — W, <g>»—>a 1|+8] 0
0 1

Ces deux applications sont bijectives, car elles correspondent a des applications qui donnent
les coordonnées d’un polynéme/vecteur dans une base donnée. Ainsi F' est un isomorphisme.

On peut aussi construire I'isomorphisme directement :

a
F:U=>W, a+bt+ct?— | —b
c
a
C’est bien défini, car si a+b+c = 0, alors| —b | appartient a W. Vérifier que F' est bijective.
c

Exercice 23

_>
%)it A une matrice de taille m x n. Déni)ntrer que A7 = b admet une solution pour tout
b dans R™ si et seulement si AT7 = 0 n’admet que la solution triviale 7 = 0.

Sol.:

Soit A une matrice de taille m x n.

_)
Dire que AZ = b admet toujours une solution est équivalent a dire que A est surjective, i.e.

dim ImA = m. Par le Théoréme du rang la dimension du noyau de A vaut n — m, ou encore le
sous-espace engendré par les lignes de A est de dimension m. Les lignes de A étant les colonnes de
AT ceci veut dire que dim ImA”7 = m. Une derniére application du Théoréme du rang nous permet
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enfin de conclure que dimKerA” = m —m = 0. La matrice A" représente donc une application
linéaire injective. Ceci équivaut a dire que I’équation ATZ =0 n’admet que la solution triviale.

Exercice 24

Soit
1 -4 9 -7
A=1-1 2 —4 1
5 —6 10 7

Donner une base pour le noyau, I'image, et ’espace engendré par les lignes de A, puis
vérifier que l'affirmation du théoréme du rang est bien vérifiée.

Sol.: Une forme échelonnée de A est

/1 0 -1 5
A=[0 -2 5 -6
00 0 0

On voit donc des pivots dans les colonnes 1 et 2, ce qui implique que Im A (= Col A) est engendré
par sa premiere et sa deuxieme colonne, donc

{(2). ()

est une base de Im A. On obtient le noyau en remarquant que 3 et x4 sont libres, et que les autres
sont données par x1 = x3 — by, 222 = bxz — 624. Une base de Ker A est donc donnée par

1 _
{(5/2) , <—0§>} '
0 9
Finalement, puisque Lgn A = Lgn A, la famille
1 0
0 -2
(4)-(2)
forme une base de Lgn A.
L’affirmation du théoréme du rang est vérifiée, puisque dim(Col A) = 2 = dim(Lgn A), et que

dim(Ker A) + dim(Col A) =2+ 2 =4 (= #(colonnes de A))

Exercice 25

Considérer P’application linéaire T : R* — R* définie par

T T+ T2
) . T2 + X3
T3 T3+ Ty
Ty T1+ 24
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1 0
Donner la matrice de T" dans la base B = {((1’) , <—01> , <

0 1

). (D}

Sol.: Le solutionnaire propose une fagon de résoudre I'exercice qui est différente de (mais équi-
valente a) celle que 1'on a vue en classe.

OO~

On exprime d’abord T dans la base canonique :

1100
0110
Tle=10 0 1 1
100 1

e S
Ensuite, puisque les vecteurs de la base B= (b1, b, b3, b4) sont donnés par

— — — —
> = - > > = -
bi1=¢€1+ €3, bao=—¢€a+ ¢y, bzg=¢€1+ 4, ba=2¢y,

on a la matrice de changement de base :

Pep =

N O OO

O = O =
[an}
— o O =

Son inverse se calcule par exemple en utilisant 1'algorithme de Gauss-Jordan, qui donne

0 0 1 0
_ 0O -1 0 O
1

Peg=Pse=| 1 o _1 ¢

1 1 1 1

2 2 2 2

On calcule alors

1 1 1 2
-1 1 0 O
[Tls = Ppe[TlePes=| 5 ¢ _o
1 1 1 2

Exercice 26

Soit V' un espace vectoriel muni des opérations d’addition et de multiplication par un
scalaire. En n’utilisant QUE les 10 axiomes d’un espace vectoriel, montrer les propriétés
suivantes. Notons 1’élément nul de V' avec 0y, afin de le distinguer de 0.

a) L’élément inverse de v € V' est unique.
b) Ov = OV et Oy = —0y.
c) aly =
d) (—1)v = —v.

Sol.:
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a) L’élément inverse de v € V est unique. Supposons que pour v € V, il existe un autre inverse
dans V, noté w. Par définition de I'inverse (axiome 5)) v + w = Oy . Ainsi

3) 2),4)

FEY o)+ ) 2 (o) o) w2 o)+ w,

(—v)

b) Ov =0y et 0, = —0y. On a que 0 = 0 + 0, ainsi

(—v) + Oy

0'U=(0+0)1)8=)OU+01)

Comme Ov € V, il existe un inverse noté —0v et

0v 4 (—0v) = 0v + Ov + (—0v)
Oy =0v+0y parb)

Oy =0v par 4)
De plus par 4) on a
Oy 4+ 0y = 0y
Or ceci est 'axiome 5) ot v = Oy. Ainsi Oy = —0y.

¢) a0y =0y. On a
aly = a(0y + Oy ).

En procédant comme au point précédant, on a que Oy = a0y .
d) (-1)v=—v.0na

Pointb
v+ (1o L1+ (Do 21+ (=1)v =00 7= oy
Donc (—1)v est un inverse de v. Or par le point a), I'inverse est unique, donc (—1)v = —v.
Exercice 27
Prouver le théoréeme suivant. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une base de

V. Alors toute famille d’éléments de V' de plus de n éléments est une famille linéairement
dépendante.

Sol.:

Soit {v1,...,vp,} avec p > n une famille de vecteurs de V. On sait que I’application coordonnées
[-]B : V — R" est un isomorphisme et donc préserve les relations de dépendances et d’indépen-
dances linéaire. Ainsi {[vi]p,...,[vp]B} est une famille de p vecteurs de R", possédant la méme
relation de dépendance que {v1,...,vp}.

Gréace au chapitre 1, on sait que {[v1]B, ..., [vp|p} est une famille liée dans R™ car p > n. Ainsi il
existe aq, ..., ap des réels non tous nuls, tels que

%
aifvilp+ ... —l—Oép[Up]B =0.
Or [-]p est linéaire, donc on obtient
%
[a1v1 +...+apvp]3 =0.

ou 0 nous donne les coefficients de ajvy + ... 4+ v, comme combinaison linéaire des vecteurs de
la base B. Ainsi,
a1vy + ...+ apvp = 0by + 0bg + - - + 0b, = Oy
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Ainsi {v1,...,vp} n’est pas libre car Oy s’exprime comme combinaisons linéaires de vy, ..., v, avec
des coefficients ay, ..., a;, non tous nuls.

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL . ..). Les exercices de type vrai
ou faux proviennent du livre: D.C. Lay. Algébre linéaire : théorie, exercices et applications.
De Boeck, Bruxelles, 2005.
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